9. Jahrgangsstufe Mathematik Unterrichtsskript

2.4 Die binomische Formel

Beispiel:

a=3cm

b=2cm

a b
Auftrag:
Berechne die Gesamtfliche der oben stehenden Figur auf zwei verschiedene Arten!
1. Moglichkeit 2. Moglichkeit: Teilflichenberechnung
Mit Zahlenbeispiel Zahlenbeispiel:
(Bcm + ZCm)Z = (50m)2 = 25¢m? Bem)* + 2BemRem+ (2cm)?
Mit Variablen: 9cm? + 12em? + 4em? = 25em?
(at by Mit Variablen
a’+ 2abt b’

Da beide Terme die gleiche Fldche beschreiben, sind die beiden Terme dquivalent zueinander, d.h.

(a+ b)’ = a’+2abt b’

1. binomische Formel

Beispiel:
Bm+ Tn)’> = Bm)* + 2BmI7n+ (Tn)’> = 9m” + 42mn+ 49n°
(a +bh)y=a’ + 2ab + b’

Vorgehen beim Anwenden der 1. binomischen Formel:

1. Was steht fiir a bzw. was steht fiir b?

2. FEinsetzen der Terme fiir a und b in die rechte Seite der Formel
3. Vereinfache soweit wie moglich.

Beispiel:

(4x+9y)* = (4x)* + 24x Oy + (9y)* = 16x> + T2xy + 81y?
2
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Die zweite binomische Formel
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Zur Wiederholung wird die erste binomische Formel angeschrieben:
(a+ b)2 =a’+2ab+ b’

In der Formel wird nun das b durch -b ersetzt.

(at (-b))" = a’+2a(-b)+ (-b)
(a- b)’=a’-2ab+ b’

Damit lautet die zweite binomische Formel:

(a-b) =a’>-2ab+ b*
Die dritte binomische Formel:

- 2 2
(a-b)a+b)=a" +ab-ba-b

- 2 2
(a-b)a+b)=a -b

Dritte Binomische Formel:
(a-b)(atb)=az-b?
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2.5 Faktorisieren von Polynomen mit den binomischen Formeln

Beispiel:
a’+ 2ab+ b’

Unter einem Polynom versteht man die Summe von Termen mit Potenzen.

Ziel: Aus einer Summe soll ein Produkt entstehen.

Beispiel zur Einfithrung

Es soll die Losungsmenge der folgenden Gleichung geldst werden:
4x7+12x+ 9= 0

Problem: Die Gleichung ist mit bisherigen Mitteln nicht 16sbar.

Ziel: Riickfiihrung der Losung dieser Gleichung auf eine bereits bekannte
Gleichungsart.

Idee: Riickfiihrung der linken Seite mit 1. binomischen Formel

Vorarbeit: Riickwértsanwendung der ersten binomischen Formel
4x* +12x+ 9

a’+ 2ab+ b’

0 a*=4x*0 a*=2°x*0 a*=2x)°0 a=2x
0 »*=90 b*=3°0 b=3

Probe : Gemischte Produkt :

2ab=2Mx[B=12x

Nach diesen Uberlegungen gilt :

a’+ 2ab+ b* = (a+ b)2

4x*+12x+ 9= (2x+3)* = (2x+ 3)02x+ 3)
Damit lésst sich die Gleichung umschreiben zu :
(2x+3)02x+3)= 0

Unterrichtsskript

Dies ldsst sich wie folgt interpretieren : Es liegt ein Produkt vor, dessen Wert Null ist

Ein Produkt ist immer dann Null, wenn ein Faktor Null ist :
0 2x+3=0]-3

2x = -3]:2
3
X - —
2
Feststellung:

Durch die Umwandlung des Polynoms in ein Produkt war man zur Losung der Gleichung in der

Lage.
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2.6 Die allgemeine Wurzel

Einfiihrendes Beispiel:
Ein Quadrat hat den Flicheninhalt 2 FE (Flicheneinheiten) und ein Wiirfel hat einen Rauminhalt
von 2 RE (Raumeinheiten). Bestimme von beiden Objekten die Kantenlidnge.

Quadrat Wiirfel
¥ ¥
SV
¥
¥
x?=2 x> =2
x'= 2 x'= 32
Alternative Schreibweise Alternative Schreibweise
Auf der linken Seite wurde der Exponent | Auf der linken Seite wurde der Exponent
der Potenz mit Basis x durch 2 dividiert. der Potenz mit der Basis x durch 3
x2 = 2! dividiert.
x2:2 _ 21:2 x3:3 = 21:3
1
xl = 2% X ! = 2 3
Auch auf der rechten Seite wurde der éuch auf %er rlfchten Sgltg Wl};rde, dgr
Exponent der Potenz mit Basis 2 durch 2 xponent der Fotenz mit der Basis
dividiert durch 3 dividiert.
: |
1 —
5 V2 4as 0 3222

Definition:
Sei a eine positive Zahl und n eine natiirliche Zahl, dann ist die n-te Wurzel aus a definiert durch:

1
ta = ar

Potenzen mit einem rationalem Exponenten (d.h. der Exponent ist eine Bruchzahl) sind Wurzeln.
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Bemerkung:
Fiir Potenzen mit rationalem Exponenten gelten die bekannten Potenzgesetze, die an dieser Stelle
wiederholt werden.

m P m.p
a"a? = g™ ¢
m
" m_p
a" _ g
D
aq
p
m g np
m m-m
(ab)ﬁ— a"b”
m m
jap - &
b0

Beispiel:
Vereinfache den folgenden Term soweit wie moglich:
I

P 111 1
3 % = %H(z)iﬁ3% = 22%% = 2%
Ubungen zur allgemeinen Wurzel

Aufgabe le
17

xm Dx; = xl’ D(Xs)é ; I = xDx™ D(x5)3 I

) SN 305 1 syl mess N0 5 o[
=t 0O) 2 Oxd = a2l = 0 #2532y 2 =2 x2z x2z 4y

Aufgabe 1d

1
6l 2] 3 . lgl_liull_g
Al Wi i T Pl o

Aufgabe 2
Mache den Nenner rational
Rationalmachen bedeutet, dass im Nenner keine Wurzel mehr steht.
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N D\/;-I_J;E(x/;-l) Waf -V x-ix

Jxrl x+l Ax-1 (\/;)2_12 x-1 x-1

Gre3 o [axes] 3xi6Bxr9 3(x+243+3) v+ 2/3x+3
V3x-3 [W3x-3V3x+3]  3x-9 3(x- 3) x-3

Ergebnis der Stillarbeit:
1

K} 3,200 1.1 0 8 442 23
Ay P AETE. . b 1D
Bl ) 1P E N SIS S CE 0
Ergebnis
1
205 s L, 4 6+2+12 .
HX%&% D(xz)s = xSx® DXS - 5 15 = x5 = 12x20
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3. Die Satzgruppe des Pythagoras
3.1 Der Hauptsatz des Pythagoras

Beispiel: Tabelle aus dem Arbeitsblatt:

Unterrichtsskript

a b a? b? a?tb? c?

3 4 5 9 16 25 25

4 3 16 9 25 25

6 8 10 36 64 100 100
7 24 25 49 576 625 625
11 60 61 121 3600 3721 3721
Feststellung:

Die Summe aus a? und b? entspricht immer dem Quadrat von c.

C

b
Kathete

Kathete

A C B
Hypothenuse

a? entspricht dem Quadrat einer Kathete
b? entspricht dem Quadrat der zweiten Kathete

Formulierung des Hauptsatzes von Pythagoras:

Die Summe der Kathetenquadrate ist identisch mit dem Quadrat der Hypothenuse. Im

rechtwinkligen Dreieck in der Standardnummerierung gilt dann:
a*tb’=c?

Beispiel: Lange des Stromkabels in der Einfithrung des Arbeitsblattes:

a=24,0 m b=10,0 m
Gesucht: ¢

a und b sind die Katheten des rechtwinkligen Dreiecks ABC und ¢ ist die Hypothen-use. =>

Anwendung des Satzes von Pythagoras:
a2+b2=c2
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(24m)*> + (10m)* = ¢*
576m?+ 100m? = ¢?
676m> = ¢ | /.
c=26m

Beweis des Satzes von Pythagoras (Arbeitsauftrage)
]

c
=]
E
<
b
G
2 | 4 & 10
A =}

Unterrichtsskript

Weil die 4 Dreiecke jeweils die gleichen Katheten und den gleichen Zwischenwinkel besitzen, sind
die Dreiecke nach sws kongruent.

=> HGFE ist ein Quadrat. G = GF' = FE= EH = ¢

- .2

Flacheninhalt AHGEF = C
Flacheninhalt eines Dreiecks:

A= tabl A= 401ab: 2ab
Andererseits gilt flir die Fliche des Quadrats HGEF:

A

HGEF
Aycrr
A

HGEF

AHGEF -

A pep = 44,
(a+ b)’- 2ab
a’+ 2ab+ b*-2ab=a’+b> (1)

c* (2)

Damit haben wir fiir die Flache des Quadrats HGEF zwei Terme gefunden. Damit sind die beiden
Terme identisch, d.h.

2 2 - 2
a tb"=c¢

g.e.d.
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3.2 Der Kathetensatz

C

i
ety

i D
- C _—

In dem obenstehenden Dreieck gilt:
Die Seite ¢ wird durch die Héhe von C auf ¢ in die Hypotenusenabschnitte p und q unterteilt.
=> ¢=pTq

Kathetensatz

In einem rechtwinkligen Dreieck mit den obenstehenden Bezeichnungen gelten dann die folgenden
Beziehungen:

a’=clp
b*=cly

Zusammenhang mit dem Hauptsatz:
a’+ b” = ep)+ (cq)
a’+b*=cptcq

a’+b’=c(p+ q)

a’+b*=cle

2 2 2
a’tb =c
Aus dem Kathetensatz kann man wie oben gezeigt den Hauptsatz des Pythagoras ableiten.

Stoff fiir die Schulaufgabe:

Y Rechnen mit Wurzeln (Aus der Ex)

Y Rationalmachen des Nenners

Y Aufgaben mit allgemeinen Wurzeln

Y Graphische Niherung fiir Wurzelzahlen
Y Hauptsatz des Pythagoras



9. Jahrgangsstufe Mathematik Unterrichtsskript
Aufgaben zur Vertiefung

Aufgabe:

In dem oben stehenden Dreieck ist die Seite 1 = 2 Und c=8cm. Die Hohe auf die Seite ¢ hat die
Lange 6¢cm.
Berechne die Seitenldngen von a und b sowie den Fldcheninhalt des Dreiecks ABC.

Losung:

Aufgrund der gegeben Hohe auf die Seite ¢ entstehen mit den Dreiecken ADC und DBC zwei
rechtwinklige Teildreiecke des Dreiecks ABC.

=> in den Teildreiecken kann man den Hauptsatz des Pythagoras anwenden:

¢+ h’=b 0 (5em)+ (6em)? = b2 0 b= 6lem* 0 b= \6lem= 7.81cm
022 t hc2 =a’0 Bem)’+ (6em)’ = a*0 a-= Ja5cm = 3em+J5 = 6,71cm
Berechnung des Flidcheninhalts von Dreieck ABC:
A= lgh = lchc = l[18cm 06¢cm = 24cm’

2 2 2

Berechne, welchen prozentualen Anteil der Flicheninhalt des Dreicks DBC an dem Dreieck ABC
hat.

1. Schritt Berechnung des Flachenhalt des Dreiecks DBC

A= %cz h, = %Ech[ch = 9cm’

2. Schritt: Berechnung des Verhéltnisses von dem Flidchenhalt dem des Dreiecks DBC zu dem
Flacheninhalt des Dreiecks ABC:

2
Appc _ 9cm

y, Pao? = 0,375=37,5%
ABC cm
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Losungen zur Stillarbeit:
a’>=BF +h°>0 a®= (4em)>+ (5em)> 0 a= ~J4lem = 6,40cm

B2 = AF + 120 b>= Bem)> + (Sem)> 0 b= [34cm = 5,83cm
c=3cm+t dem = Tem

A= %DScm MTem = 17,5¢m?
1 2
—de=17,5¢cm

2

lUk’m[]e: 17,5¢m* 0 e=17,5¢cm? DL = Scm
2 Tcm

Hinweis zur Aufgabe c:



